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*//2/)7.)*6+:;+A7//+;*-)*4>)+6+4*%*)7'(/),+
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.7/4+'(4+.767'(.*%*6@)+>2/'+&6*'+/(/.2%2)(
//75267/0)252''2+.+,6+EOS<	.76&5*9->)+
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$�%&������!������&��$�%#
��& ��� �����%'������"�'���(���& �)�$����$�&�$��)�

�����������%�" %*�������& %(�������+)�(�����*� �+�)
)������ �,�$��������% ���$�+� (�-�������$�.�����+%��

��)��$�.�/$�#� �$%���01� �(+�
)$�"��� )� �2���� $�$������ ��"%�
& ��$��+��.�����2���������$��
���� &��� .� ������,�$��3� ��� �
"������� ���������������,�$���
$�& ���)������/������$%�$�)%��
)��+����*� �)����3�$�$����0����
����2�������+��(+!�)�*����%)�
2%+%�� & �+��(��.$�� )�,��#� �
)�*����%�.�������"%����$���+��
4� �� �)��.� & %(��%�� ������
��)�" %*����&���(����� �)��)��
$��������*����%�.�����% �$�& �+�

)� ����.���*� �(���!�����+��$��� ��#���&����5���.�
������� "���+�4� �� �)����3�& %(��!
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2%+���)�,���,� �*���(+!��,��)� �.�&� ��+��&� ���+��.�)
������,�$�%'���� "�'�+)�(%-�3$����$$!

6

6
�

�
��

� = #

7+�$.� �� +����� �� /��� �����	�0� )� ��+��$�� �*��,���
���2��.8%'� )���,��%#� 
�,��� ���� (�� &����5���.���
��� "������+��$��� �
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&� �3+���)�������,�$�%'���� "�'����%8�����+%���)��$�
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� = #

 �,��� )� �'2�3� ������� ) ������ $%���� �2���� )�+�)

��� "���$�� �����$�:
6 6 6 6

;<=>?
6 6 6 6

� ��� �� �� ��+ = + =

�

( ) ( )6 66 69 9

6 6 6 6
� �
 � 
 �� �+ = + �@�;<=>?#

A(����$'+��)�+����,���$��-�����" %*�������& %(���
�����"�,���*� �+%����+��$��� ���$�� �$�.�$��-���������
��"�,�������� �,�$���%����%����$$��" %*����B���+%���)�
��$������(�$��$�.�& %(��!�B�)���,������2 ����3�����$��
���+��$��� �#��$��������(���*�&�$��.����:

� �� � � �↔ ↔
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↔ ↔ #

��%,���!��$�����8�����$)�+����.$�)%'����������*!�
)����3������ �������,�$��3������"��#��2������$)�+��
���.$�)%'����)! �(�����+���)�(��38�3��� ���� �$����
����2����.��"��& �5�$$��B�� %"�)�3�,�$���!#�C���" %*��
������& %(�������� �)��

�

�
ω = �

+�������� �,�$��"������% ��B
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�
ω = #

7��������,���)�&�$��+��3�*�&�$���!�%(��%,������.���,��
$+��������D��� !���E��2������"����� ���� �$����+)%�
 �$$��� �)���!��$���#

�&� .���(���$+����.��2-�3�)!)�+:�)��)$���3�$�$�����

�2��+�'-�3� ��� ��!�� ���������� /D��� ���$�.'E0� �
)�*) �-�'-�3�$���3�/D(�$���$�.'E0����"%��)�*����%�.
����2�����$�,�$����3

D E

D E

���������

����������
ω = #

DF�$���$�.E� $� ����$�� )� �%�.� $�$���%� )� &���(����
 �)��)�$������D��� ���$�.E�& �)�+��������%��,���$�$����
D& �$����)���� ����E� ���"�� &���(����#� �� & ��$��+��
&� ��+�,�$���� & �) �-����� &����5���.��3� ��� "��� /)
��8���$�%,���$���)��$�)%'-�3� �� ��� �� 0�)�������,�$�%'
��� "�'�/ �� ��� � 0#���%,���$���,����!���(����5����.
��,�$���%�����2���3���&������B�+�(��$� �8���$��*��.�B
,�$���%�����2���3��$������3#
C�3$�)����.����)�$�%,�����&���(�$���$�.��& �+�����$�

���44�5������� &�)� ���$���"�� ����(����� σ
/ [ ] � �σ = 0�� $� ���-��$�� )� �%�.� +�4� �� �)���%'
��&�'���$4� �,�$��3�4� ��������� ���$�.�$)�*����$���
��$$�3��������,��

�

σω ∼

/& �)� .��� �*�� ��$�.0#
���$���������)����$��" ���+�!�����+��$��� ���&�����

5���.��3���� "�����"��������$)�*����3�$�4%�+�������.�
��3����$�����3���/ [ ] 6 6� � �"� = ⋅ 0#�	�%���� "�'���(��
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�5����.� ����
6�
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�

∼ �� "+���� ���� B���$$���� �+�%$

�$������3#�A&�+�2�)���%���� "�'�&����5���.��3���� �
"���$(���3�& %(��!��*�&�8��

6

6
��

� ∼ �

���%+�� &��%,��� D(�$���$�.E� �$������3�
6

G

��
�

�
= ∼

� �ρ∼ ��"+�� ρ �B�$ �+����&�����$�.#�
�&� .��$����,��
�$���%(��$������3�& �+��$������2��.$������,�$���������
����2���3�2%+���&� �+��

�
�

�
ω ρ∼ ∼ #

 �������� $�"��$��� �$� �4�*�,�$���� +���!��� ρ ∼

6I G9H �" �−∼ �� &��%,��� 99 6I 9I 9H 9H �$− − −ω ⋅ ⋅ ≈∼
9J 99H �$− −≈ #�7��,����&� ��+�����2���3��$������3�$�$���

)��

9J6
I 9H ; 6HH �� +�����

π= ≈ ⋅ ≈
ω #

/7+�$.�%,������,��� K9 "�+ G 9H $��%�+≈ ⋅ #0���$��������
L��.8�"��)* !)��& �8���%(��&� �+���9H������� +�)
���#�
���,�����+��"���$����$.�(+��.��,��2!��& �+����.
��������2����:��$�.������������#
�& �,����)�&����,�$��3������"����& �)�+����3�)��&�"�

 �4�����(����(�����3���D*����!E#����� �& �+$��*!)���
����� ���"��M� � ���� )�*��(���� & �)�+��� �2�*����.�!�
� ��� �)���)!$8�"��&�����(�M���C�*+����!�)$�"+��$&��
8���*��%(�B����.�*��� �&�#

�� � � � � � � � � � � � � � � � 
 � 
 � �

������������
�����������

�����������������
�� ��������!����"

���
�#
	��
����

$�N�O������LAC�
�C�P�
����
������
��N���L�
$��'����(�$���"��/& ���'2!��)�*+�3$�)���� �*�� !

��4� �������*����'�$�0�$�$%+������'-�"��4� �%��%2��$
 �2 �������$��������.�)���"��)�+%������&�)� ���$�.�)�+!
&���(��.� ��)�$��!3� &� 8��.�� �� ���� ��%� & ���(��.
$��%��������&���*������� �$%����91���)����,�)�+���B�)
$���)��$�)��� $� *��������$������ +�)������ )�+!� 2%+��
)�*+���+�����)���� �)��� 6� � �= #���!���$��)������
$�������$�$%+��2%+���& ���(����$���� 6

$�� �� �= = #
A2� ��� ��&� .� &� 8��.� �� +�2�)��� )� )�+%� *� ����

& �"���)����!3�5�����#9�C�(+��$���"��*��)� +�)������
)��).�& ���(���$��%��#�N�����$��!�2%+%��& ���(��!��
$�������$�$%+����&� .1 ���(���2!�.��&�������"���$ & ��
+!+%-��� & ��� ���� &��%,��$�� �1� ��� *����� �$����
& ���������(�+��$����������,�"�����"�)� ������)� +!�

�����#���(���2!�.�����.1������ ���� $�������.��#��$�
)�+�����,���& ��$��+���$�&��$������)!���%2�����������
 !3������� �*+�)��.��B����%)���,�)���$��)�&�&� �,�!�
 �*�� ��#��&�����)� �������,���5������2%+���)�$���$�2�
�����"�,�!���2 �*��#����)���8���$�%,���������%)���,��
���� ��)�*��(���� ���� ���� $������ $�$%+�� & �&��$�)%'�
&�&� �,���%� �$8� ���'#�O$������.����+���B�+�)�����
�%2�������+���$�$%+�� �)��� 6� � �= �����,�����2%+��  �)�
��)�$��#����,��%� �)���+�)���������$����������*)�$���#
C�����"��,��2!� �*�2 ��.$��)������� �$$��� ���+�4� �

�� �)�����&���$���+����3� ��8� ���3�!������-���3�"#
��$��������������� �3�$���3������*�� ���+���%� 9 ��
8� ��%� 9! � &�$���+�4� ��5��� / �$#60#�C�����&���$��
& ��������*�����$����� 9   ∆ = − ����8� �����*�����$����

9! ! !∆ = − #�A+�2������+������&��.*�)��.$��2�* �*�� �!�

9��,������� ,��� �2Q��� &��%,�)8�"�$�� 5�������"�� �%2���� )
��,��$��� �)����2Q��%�)�+!#����$�����+����)��) ��������,�$�
��3� ���5�����(+%�)�+�3���5���������2Q���%���.8��$���������3
%$�+��3��!�& ���2 �(��#

,��%�-

,��%�.
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∆ε = ���
!

!

∆′ε = #�	���)���,��!���*!)�'�

��������#���$�%��&�#���$�&�'��()*��$�����������#�+
��$�%�%���,��$�&�'��()*��$�$���)��$�)����#�C���� ���
��$���)�+��.��38���$��)��D����$����.���E�2%+����&%$�
���.#�N ������"���2%+���$,����.��,���+�4� ��5���&���(��
���.�����$��� �*�� �%)���,�)���$������� �5����.���B��$��
%���.8���$�#�	����*��,�����,���+���&���$���ε ��� ′ε ����'�
 �*�!��*����#
� N��� *�)�$��� & �+��.���� +�4� ��5��� ��� $��!� �1

R��2!� ��� *�)�$��.� ���  �*�� �)� &���$���� &� �3+��� �
����$����.��3�$��������� %'�&��%,���� �*+���)�$��%���

&��-�+.�&�&� �,��"��$�,�����&���$��:�
�

!"
σ = #�	�%�)����

,��%���*!)�'���)%�-�����(#�L%+���$,����.���& �(����
&���(����.�!����$������� �$��"�)�'-�������� �5����.�
�!����$���$(���'-��#����"�,�$����!���&!�!�&���*��
����,���*�)�$���$�.���(+%���& �(��������& �+��.��3

+�4� ��5��3�����3�����#�#�
.

σε = ��"+��.�B�(�&/#��/%�/+

0����� ���� (�&/#�� 1�0)�� ���� !3� *�)�$��� ���.��� ��

���� ����#�
��(���&!�!�&���*�����,���)���,����
′εν = −

ε
���(�� &�$������� �� *�)�$��� ���.��� ��� ���� ����#� 	�%
)���,��%���*!)�'����2''�*�����(��/)����)#�
�&� .

�!���(���&��%,��.�&�&� �,�%'�+�4� ��5�':�
.

σ′ε = −ν #

�+���������������8����� �$��(�����&���$����������
��8�3� *�+�,�1� ���*!)���$��� $����� ��&�$ �+$�)�����#
�� ���$����5��������%��%2��%#���*.����$�$���%���� +��
�����)����� �3��$�����3���4���& �)���!�)+��.� �2� ��%2���#
�2�*��,�����& �(��������" ������%2���� �σ �� 3σ ��� 4σ
$���)��$�)����� / �$#G0#� �& �2%��� ��3��� +�4� ��5��
 �2� ������ !���2�*��,��� �ε �B�+�4� ��5���)+��.��$����

3ε �B�)+��.��$��3��� 4ε �B�)+��.��$��4#�C�4� ��5��� �ε
)!*!)���$��� ����& �,�����#�� )���B���& �(����� �σ �
�� $���)��$�)%'-��� +�4� ��5��� �)����$�� & �+��.��3#
��� ��� & �,���� B� ��& �(����� 3σ �� �� )� ����� $�%,��
+�4� ��5���2%+���&�&� �,��3#�
 ��.��& �,����B���& ��
(����� 4σ ����+�4� ��5������(��&�&� �,���#�����+!)��
)$��� ��+�4� ��5����&��%,��

( )9
� � 3 4

.
ε = σ − νσ − νσ #

�����"�,�!�� �$$%(+�����& �)�+�����4� �%���

( )9
3 3 � 4

.
ε = σ − νσ − νσ

,��%�/

6� L����� �2-���  �$$��� ����� & �)�+��� �� $�����8���'

� 3 4
5

5

∆
ε ε ε= + + ��"+��

5

5

∆
�B�����$����.�����*���������2Q���#


������2 �*����+������*�����$����2Q����+�$����,���)!&�����
����%$��)��� H� 3 4ε ε ε+ + = #� �������$�)$������2�*����.��
 �)��$�)���%�'���(+�3��*�+�4� ��5�3�)���+��.��$��#

�

( )9
4 4 � 3

.
ε = σ − νσ − νσ #

	���� ��4� �%�!��$�.��6�67���8$�9)����:/�)#

�&� .�&�$��� ����)�������$�$�����������+��$����8

5������!3��%2��#�C�����"����& �(����� 63
�

�
σ = − ��+��

4� ��5��� H� 4ε = ε = �/���*�2!����,���$�$%+��2$��'���
(�$���310#���%,���� $�$���%� � ��� % �)����3� $� � ���
���*)�$��!��:

6

9
H � 4

�

. �

 = σ + ν − νσ  
�

6

9
3 � 4

�

. �

 ε = − − νσ − νσ  
�

6

9
H 4 �

�

. �

 = σ − νσ + ν  
#

��8�����%�$�$���%������+��

6 9� 4
�

�

νσ = σ = −
− ν

��
6

6

6
9

93
�

.�

 νε = −  − ν 
#

C��� 5������� ���44�5�����%�$$���� H�6ν = #� �� �����
$�%,��

6S
� 4

�

�
σ = σ = − ���� 6H�T3

�

.�
ε = − #

 �������$����+�)���������$������$�$%+�� �)��

6
$� S�

�
� �= σ = #

� ��&� �3�����)�& �$%��)!��$�����%�)�*�"���)��#�R��
(������,���$�� �*�������)�+!1�C��� �*��!����44�5����

%�$$���� H�Uν = #��������$�%,��� 6� 4
�

�
σ = σ = − ��� H3ε = #

N����$�����)��.�&��%,���!3� �*%�.���1�
�������+�4� �
��5��� &�� )$��� � ��� �$��� ��� +�����  �)�!� �%�'�� ��
 �*�� !��%2��������*������$.#������*�����$�.� �*�� �)
�*��,���� �� ���*�����$�.� �2Q���#6 ���*������$(������V
 �������$����+�)���������$������$�$%+�� �)��

6
$� �� � �= σ = #

�� ,��� (�� )�+�1�  �� & ���(����� +�)������ 9HH� ���
����$����.�����*���������2Q����)�+!�$�$��)���9W6HH�
�#�#�)�+��)$�������$(�����$�#
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O�I��������()�6�9��8<�)
%��T�&��� <� &<������
Y���>|[>� s)��<�� ()���+
()#�����9�),�����������+
��$�N)$6��� 0�/9)�<�%��+
*�����&<�����-l�@�),)#�
��������%��<��)#)>

,��%�=

,��%�>

,��%�?



: " � � 
 � � � ! � � ; � 
 � " � � 	 
 � ��

"+.+*,+��[�32!���$$�3���+)�(%�$��"� �*�����.���$
�"��)���!��%$�� ������ "� ����" %*���$$�3�6��+)�(��$�
)� �����.���$�%$�� ������ )� #����.��� �$��(�����&�����
�%�& ���5���%$�� ���3�8�32!���" %*�������& �)�����
������+�����)!:� " );<> >a=� �α = α #�
�"+��+���& ���5�3
$�� �$��3�)!&������$�� �)��$�)�� " ) ?i� �= α #��*�% �)���
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";<>� ��α = �

)6 6 >a= 6�o � ��− α = �

"+��j�B�$��������(�����������&��%,��

) " ?i� o �= − α #

%$�.�" %*�$��$���$��&��)� ���������� �∆ #���*����%
$�� ���������� "���

6 6
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6 6
6 6

�� ��
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6 6
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" 6
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+ = ∆ α 
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 �� � �∆ = � �" opn 6o�= �� $��+�)����.���� $�� �$�.
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*%��$�������,��� >a=� �∆ = α #�
�"+�� 6 6
) 6 ;<> >a=� o�= α α #
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 %��������& ��*)�+�%'�& � �)��)�������%�':

( )6 6 G;<> >a= 6;<> >a= ;<> H′α α = − α α + α = #
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�"+�

9

9

>a= ;<> �

>a= �
A

A

� �

� o

ϕ = ϕ ⋅ τ
ϕ = τ

���%+������+��

9
>a=
;<>A

�

�

ϕτ =
ϕ ��
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A� �&��%,��
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$����3���*����3����$���$��� ����%*�)��" %*�)�������)!$����\���
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